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Celem rozprawy jest opracowanie metody lacznego wyréwnania danych GPS 2z wynikami kla-
sycznych pomiaréw geodezyjnych w postaci danych tachymetrycznych, niwelacyjnych, grawime-
trycznych i gradiometrycznych. Dane te (z wyjatkiem odleglosci przestrzennych i skladowych
wektoréw GPS) sa silnie zdeterminowane w polu grawitacyjnym Ziemi. Zatem wynik ich integracji
zalezy od poprawnego rozpoznania lokalnego pola cigzkosciowego. W tym wzgledzie przyjety
zostal syntetyczny model potencjalu. Potencjal kuli o jednorodnej gestosci poprawiany jest ze
wzgledu na wplyw ruchu obrotowego Ziemi, wplyw mas topograficznych zalegajacych ponad
geoidg (wyznaczany na podstawie numerycznego modelu terenu) i wplyw mas zakldcajacych znaj-
dujacych si¢ we wnetrzu Ziemi (wyznaczany na podstawie znanych anomalii grawimetrycznych).
Pozostale zaklocenia modelowane sa przy zalozeniu wielomianéw harmonicznych, w procesie
wyrbéwnania sieci. W oparciu o zaproponowany model potencjalu wyprowadzone zostaly rownania
obserwacyjne dla poszczegélnych rodzajow pomiaréw.
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1. WSTEP

Stosowana powszechnie technika pomiaréw GPS znacznie powigkszyla zakres moz-
liwosci pomiarowych w geodezji zarowno pod wzgledem ich jakosci, jak i wydajnosci.
Nie wyeliminowata jednak, a uzupeila stosowane dotychczas, klasyczne metody i tech-
niki pomiarowe, takie jak: tachymetria elektroniczna, niwelacja, pomiary grawimetryczne
i gradiometryczne. Stosowana, szczegdlnie w rozwiazaniach sieci lokalnych. kombinacja
klasycznych i satelitarnych pomiaréw geodezyjnych, wymaga wiec okreslenia metod
lacznego opracowania wynikéw tych pomiarow.

2. KONCEPCJA INTEGRACJI
OBSERWACJI GEODEZYJNYCH

Na kazdym stanowisku pomiaru tachymetrycznego o$ obrotu tachymetru pokrywa
sig, z dokladnoscia poziomowania instrumentu, z kierunkiem sily ciezkosci Ziemi. Wynik
pomiaru tachymetrycznego, jak réowniez wynik jego integracji z pomiarami GPS,
z ewentualnym dofaczeniem dostepnych danych niwelacyjnych, grawimetrycznych i gra-
diometrycznych uzalezniony jest od poprawnego rozpoznania lokalnego pola sily ciezko-
$ci Ziemi.

W tym wzgledzie w niniejszej pracy zaproponowany jest syntervezny model lokalnego
pola ciezkosciowego: wyjsciowy model Ziemi kulistej poprawiany jest ze wzgledu na
wplyw ruchu obrotowego Ziemi — tak zwana poprawka rotacvina Ziemi, wplyw mas to-
pograficznych — tak zwana poprawka topograficzna i wplyw niejednorodnego rozkladu
gestosci mas Ziemi — tak zwana poprawka grawimetryczna. Potencjal zaklocajacy
wywotany wptywem innych czynnikéw modelowany jest w procesie wyréwnania obser-
wacji tachimetrycznych i satelitarnych GPS z ewentualnym dotaczeniem dodatkowych
dostepnych danych niwelacyjnych, grawimetrycznych i gradiometrycznych. Jako model
analityczny potencjatu zaklocajacego przyjeta jest pewna kombinacja liniowa sferycz-
nych wielomianéw harmonicznych (Osada, Trojanowicz, Malariczuk 1997).

Ze wzgledu na lokalny charakter problemu integracji, wszystkie obliczenia przepro-
wadzone beda w horyzontalnym ukladzie odniesienia x,y,z. Poczatek ukiadu zaczepiony
zostanie w jednym z punktow sieci, ktory jest stanowiskiem tachymetru S. O$ z skierowa-
na na zenit pokrywa si¢ z osig obrotu instrumentu. Osie x,y leza w plaszczyznie horyzon-
tu. Os x pokrywa si¢ z kierunkiem zera limbusa i skierowana jest w przyblizeniu na pol-
noc, natomiast o$ y jest prostopadla do x i skierowana na wschéd (rys. 2.1).

Przyjmiemy réwniez nastgpujaca definicje odchylenia pionu: odchyleniem pionu
w danym punkcie sieci bedziemy nazywac kat, jaki tworza kierunek pionu w tym punkcie
z kierunkiem pionu w punkcie poczatkowym sieci (punkcie zaczepienia ukladu wspol-
rzednych).
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W=W(X.Y.Z) - potencjal sily
cigzkosci Ziemi

y=grad(W) — przyspieszenie,
® - predkos¢ katowa Ziemi,

Rys. 2.1. Horyzontalny uklad odniesienia sieci X,),Z Oraz parametry jego orientacji wzgledem ukla-

du rownikowego GPS (X,Y,Z): ¢s-szerokosc geograficzna, As-dlugosé geograficzna,
Vs-azymut osi x (vs=0)

Fig. 2.1. External orientation of the local reference frame: ds-latitude, Xs-longitude, ve-azimuth

3. POMIARY TACHYMETRYCZNE

3.1. Koncepcja modelowania rozkladu pionu

Z dokiadnoscia do bledu poziomowania tachymetru mozna przyja¢, ze pionowa o0$

obrotu instrumentu pokrywa sie z kierunkiem przyspieszenia sily ciezkosci Ziemi
g =grad W, gdzie:

dn 1
W=G Jf+;(u'p2 (3.1.1)

Ziemia

Jest potencjatem sily cigzkosci Ziemi, przy czym: G=6,637+10" m’kg's oznacza
stalq grawitacji, din jest elementem masy Ziemi w odlegtosci r od punktu wyznaczenia
potencjatu W, w =7.292115%107 s rad Jest predkoscia katowa Ziemi oraz p jest od-
legloscia punktu wyznaczenia potencjatu W od osi obrotu Ziemi 7.
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Zatem, skiadowe odchylenia pionu (&£,7) na stanowisku aktualnym C, moga.(
by¢ obliczone jako katy kierunkowe wektora przyspieszenia sity cigzkosci

ow ow ow

g=grad W =( = ,T,?h(g‘.g“g:) 3.1.2)
w ukladzie odniesienia sieci (S, x, y,z) (patrz rysunek 3.1.1) jako:
§=arclgi--z—g—‘ (3.1.3a)
8. 4
n:arclgg—';—i (3.1.3b)
8. &
oW ow ow "
gdzie: 8= 8y = 8T (3.1.4)
Ox oy Z

Ze wzgledu na male wielkosci sktadowych odchylenia p?onu, v\{al.'toéé przyspieszenia
g we wzorze (3.1.3) przyjeta jest jako stata, rowna wartosci $redniej na rozpatrywanym
obszarze. y ) _

Potencjat sily cigzkosci Ziemi (3.1.1) mozna przedstawi¢ w postaci sumy potenq.alu
newtonowskiego pewnego modelu Ziemi W,, potencjatu sity ods’r.odkowej W, potencjatu
mas topograficznych W, oraz potencjatu mas zaklécajacych Ziemi W

W=W +W, +W +W, +T (3.1.5)

gdzie T jest bigdem modelu.

A
» sl X

&c

Rys. 3.1.1. Skladowe odchylenia pionu
Fig. 3.1.1. Vertical deflection components
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Jako gléwny skladnik W, przyjmiemy w dalszych obliczeniach potencjal Ziemi kuli-

stej o jednorodnym rozkladzie gestosci mas, natomiast blad modelu — inaczej potencjat
zaklocajacy T, przedstawimy w postaci liniowej kombinacji:

T(x,y,2)=F(x,y,z)a= Zf‘. (x,y,2)a,

k=1

(3.1.6)

- wielomianéw harmonicznych.

Z definicji lokalnego uktadu odniesienia oraz odchylenia pionu wynika, ze w punkcie
§ skladowe odchylenia pionu powinny byé zerowe. Wymaga to poprawienia obliczonych

wzorami (3.1.3) sktadowych odchylen pionu o skladowe wyznaczone w punkcie poczat-
kowym sieci S. Otrzymamy wiec:

v

E=E(C)-&(S) (3.1.7a)

n=n(C)-n(S) (3.1.7b)

W wyniku dekompozycji potencjalu (3.1.5) wyr6znimy cztery sktadniki odchylenia
pionu (3.1.7):

§=6, +&,+& + &, vdE (3.1.8a)
n=n,40, 1, 41, +dn (3.1.8b)
gdzie:
¢,.1,) = pion Ziemi kulistej,
(£,.1,) — poprawka rotacyjna Ziemi,
(&,.m,) -—poprawka topograficzna,
(&4 374, ) — poprawka grawimetryczna,
oraz przy uwzglednieniu (3.1.6) zaktocenie (d&,dr)
1 oF oF .
dE(C)=—(Z=(C)-==(S)a (3.19)
g Ox O
oF 5
dfi(C)=l(i(C)—fj(S))a (3.1.9b)
g oy oy

— modelowane (nieznany wektor a) w procesie wyréwnania obserwacji.
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3.2. Pierwsze przyblizenie — pion Ziemi kulistej
Przy zalozeniu © =0 potencjal sily cigzkosci okreslony wzorem (3.1.1), dla Ziemi
kulistej sprowadza si¢ do postaci:
W, :G_M= GM (3.2.1)
S
r Jx2+y2+(R+HS+z)‘

gdzie M jest masa Ziemi oraz r = \/x Tryl R+ Hg + 2)? jest odlegtoscia punktu sieci
o wspélrzednych x,y,z od $rodka kuli, x, y, z sa wspéirzednymi w ukladzie lokalnym.

Po podstawieniu pochodnych wzoru (3.2.1) wzgledem ;miennych x, ¥, z do (3.1.3)
otrzymuje si¢ sktadowe sferyczne odchylenia pionu w postaci:

= T - - (3.2.2a)
&, arcth+ZC+HS
Ye (3.2.2b)
=arctg—=5—— 2.2
T R e+ H,
3.3. Poprawka rotacyjna Ziemi
Potencjat sity ods$rodkowej (3.1.1):
w =l(uzp2=lw1(X2+Y2) (3.3.1)
] 2

po dokonaniu zamiany wspolrzednych rownikowych X,Y,Z na lokalne x,y,z przyj-
muje postac:

W, (x,y,2)= %-((XS — xsin ¢ cos A; — ysin Ag + zcos ¢ cos A )” (33.2)

+(Y; — xsings sin A; + y cos g + zcos g sin A )?)

Na podstawie (3.1.3), (3.3.2) i (3.1.7), skladowe poprawki rotacyjnej odchylenia pio-
nu dane sa wzorami:
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oW, oW,
— (X,y,2)-
[2)

~2.(0,0,0))
X ox

1
&, y,2)=—(
£

[oN : . .
=—I[(xsing; cos A + ysin A — zCos@s cosdg)sings cos A, (3.3.3a)

&

= (=xsing; sin Ag + ycos s + zcosdy sin Ag)sing, sin g ]

Mo 0,0,0))
oy

C

w

(x,y,2) -

1 6W
17,(x,¥,2) = —(—
g oy

5

= &[(.rsin @5 cos s + ysinAg — zcosg cos A )sin As  (3.3.3b)
4

+(=xsing; sin 15 + ycos A; + zcosg, sin Ag)cos A

3.4. Poprawka topograficzna

Masy topograficzne wokét stanowiska tachymetru powoduja zakiécenie sferycznego
modelu pionu.
Czgs¢ potencjatu sily ciezkosci Ziemi (3.1.1) odnoszaca si¢ do mas topograficznych po-
nad powierzchnia pozioma przechodzacy przez najnizej potozony punkt na obszarze kil-
kakrotnie wigkszym od obszaru obejmujacego pomiar tachymetryczny i GPS, w ogélno-
$ci ponad geoida, oznaczona jest w rozkladzie (3.1.5) symbolem W, :

dm

r

W) =G| (3.4.1)
gdzie  dm = pdxdydz jest elementem masy o gestosci p i objetosci dxdydz , w odleglo-
$ci r od punktu wyznaczenia potencjalu C, w uktadzie odniesienia (S,x,y,2),
(rys.3.4.1).

Na podstawie (3.1.3), (3.1.7) i (3.4.1) poprawka topograficzna odchylenia pionu dana
jest wzorami:

3¢ Avg,  Ax
£=5 [ (=2 - 2y iy (3.4.2a)
4 I'sp cp
Ay Ay
= E’[p(# -2y tidydy (3.4.2b)
g T'sp Tep

gdzie Avg,, Ay, rg, i Axep, Ay ep.tep sa przyrostami wspohrzednych i odlegloscia od
punktéw S i C do biezacego segmentu mas topograficznych P, o gestosci p i objetosci
dxdydz .
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dm &

dm = pdxdydz

dz

Powierzchnia, v
pozioma S

Geoida

Rys. 3.4.1. Potencjat mas topograficznych.
Fig. 3.4.1. Topographical masses potential

Praktyczne obliczenie poprawki topograficznej (3.4.2) mozna zrealizpvxfac’ wykorzystu-
jac regularna siatke numerycznego modelu terenu (NMT). Model ten dznel.l masy lo'p'ogra-
ficzne na prostopadioscienne bloki, wewnatrz ktorych zalozymy stala ich gestos¢ p.

Wplyw pojedynczego bloku na skladowe odchylenia pionu mozna obliczy¢ rozwiazujac
catke (3.4.2) wzgledem zmiennych x,y,z W granicach catkowania qkreslonych przez
wsp(;hzc;dne Xy, V), 21 OFaz Xa, )2, 22 Ograniczajace dany prostopadlo$cienny blok (Nagy
1966). Wzory (3.4.2) przyjma wtedy postac:

£ =135 -v.00) (3.4.30)

n =131, 69 -v,60) (3:4.30)

gdzie funkcje V. i Vy:
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Vx('i,j)=Gpi”| (yi—ypInl(z; —=z;) +rl+(z; —z)Inl(y; -y +rl

(3.4.4a)
(i =y iz =z) | e
SP——— L b A
(Xi —xj)r X Yi ”
V(. )=Gpf| (x; =x)Inl(z, =2,) +ri4(z, =2 I (x, = x,)+ 7|
(3.4.4b)

) (x; = x; M2, = 2;) | x|
=0y = y;)arctan R Sabd R a l [
(v, =v,)r

sa pochodnymi potencjatu prostopadlosciennego bloku masy topograficznej w kierunkach
X1y, noznacza ilos¢ blokéw w siatce NMT, j=S,C jest wskaznikiem punktu, w ktorym

poprawke topograficzng wyznaczamy, r = \/(x, —x) =y +(z—2,) oraz

2
f(x) = F(b)= fla).

3.5. Poprawka grawimetryczna

- . ’ ow . ; :
Z definicji przyspieszenia g=—£ — dhugosci wektora przyspieszenia (3.1.2)
i rozktadu potencjalu (3.1.5) wynika, ze masy zaklcajqce Ziemi i jej otoczenia (w tym
atmosfera), wyrazone potencjalem zakldcajacym W, . wywoluja mierzalng anomalie
grawimetryczng
dg =——% (3.5.1)

okreslona réwnaniem
dg=¢g-g, (35.2)
gdzie g jest pomierzong warto$cia przyspieszenia, natomiast
8, =8 +t8, 18, 3:5.3)

jest wartocia teoretyczna, obliczona przy zalozeniu Ziemi kulistej:

aw, W, GM

oH or r’

(3.5.4)
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z poprawkami:
a) Rotacyjna

aw, ow,

=—w [(X — xsing; cos A; — ysin Ay + zcosd; cos g )cosds cos g (3.5.5)
+(Ys — xsingg sin A; + ycosds + zcosd sin ;) cosdys sin A ]
aw, ow,
b) topograficzna g, = -E—z .
g, =-G j%fidvd)-dz (3.5.6)

Przy zalozeniu, ze anomalie grawimetryczne 4g , (3.5.2) zredukowane sa na geoide —

lokalnie ptaszczyzne (rys. 3.5.1) potencjal zakiécajacy dany jes} wzorem Sitokesa, patrz
np. Krzyzanski (1957) — rozwiazanie zadania wartosci brzegowej Neumanna:

1 dg (3.57)
Vo= 585

gdzie Ag jest anomalia grawimetryczng wewnatrz elementu powierzchniowego dS

w odleglosci r od punktu wyznaczenia potencjatu C .

28 4s

s

R
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Na podstawie (3.1.3), (3.1.7) i (3.5.7) poprawka grawimetryczna odchylenia pionu
dana jest wzorami:

1 Ax Ax
£y =— J‘Ag(%—%)dS (3.5.8a)
2rg e T
Ay, Ay
Ny = - g ( )3SP - )JCP )dS (3.5.8b)
27 Tsp Tep

gdzie 1y, = JAXSJ,, + A,\'i,, + Hsl v Top =l AXG, ¥ e + H? oraz  Ax

N =Yp =5, Migp =x, Xy Dp = Yp = Ve

sp = Xp = Xy

Obliczenie poprawki grawimetrycznej (3.5.8) mozna przeprowadzi¢ tworzac nume-
ryezny model anomalii w postaci regularnej siatki kwadratéw o stalej wartosci anomalii
4g wewnatrz kazdego jej oczka. Wplyw pojedynczego oczka siatki na skladowe odchy-
lenia pionu mozna obliczy¢ rozwiazujac calke rownania (3.5.8) wzgledem zmiennych x, y
w granicach calkowania okreslonych przez wspolrzedne xy, y, oraz x,, y, ograniczajace
dany kwadrat oczka siatki.

Wzory (3.5.8) przyjma posta¢:

1< . .
éd!.’ = E Z[vdy.r (I'S) - VA“(I,C)] (3593)
=1l
1< ; .
Nag = ;Z[Vdg\ (i.5) - vdx.\ “‘C)] (3.5.9b)
i=1
gdzie funkcje Vi 1V
ag. o
V(i j) = 75;{_' ’]n [y, =y,)+ IH (3.5.10a)

Ag, o
Vi i) = B8 in 1, =)+ 1 \ (3.5.10b)
2z uly, :

sa pochodnymi potencjatu Wyznaczonego na podstawie jednego oczka siatki numerycz-
nego modelu anomalii grawimetrycznych w kierunkach x i ¥, it oznacza ilos¢ oczek siat-
ki, j=5,C jest wskaznikiem punktu, w ktérym poprawke topograficzna wyznaczamy,

r=.J0x —x)? +(y, -y’ +(z,-2,)" oraz [f(x)[:’ = f(b)- f(a).
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3.6. Réwnania obserwacyjne
Réwnania poprawek obserwacji geodezyjnych maja w ogélnosci postac:
y+e=f(X), €~(0,07) (3.6.1)
gdzie: £ jest poprawka wyniku pomiaru y ze wzgledu na jego blad $redni o, f okresla
zalezno$¢ funkcyjna mierzonej wielkosci y 1 wektora wyznacza'nych parametréw X.
Po linearyzacji funkcji f rownanie (3.6.1) przyjmie postac :

y+e=f(X,)+grad (fdx, & ~(0,0)) (3.6.2)

lub .
yte=y,+adx=y, +dy, &~ (0,07) (3.6.3)

adzie f(X,)=y, jest przyblizona wartoscia obserwacji, dx =X —Xn' jest wektorem
wyznaczanych poprawek do  przyblizonych — wartosci pafametn‘m{ Xs or.az
grad (f)=a, tworzy macierz planu obserwacji, iloczyn a dx jest rézniczkowa zmia-
na mierzonej wielkosci y, . ' .

Dla danych tachymetrycznych s-odleglosci przestrzennej, a-pomierzonego kierunku
oraz [3-kata zenitalnego, rozniczki dy maja postac:

' Az
ds = ﬁ(dx,, —dxc) +£)—(dy,, —dy.)+ T(dZP —dz.) (3.6.4a)
s s
J Ax
da=—3—)z((tr,, —dxc)+d—2(d_y,, —dye) (3.6.4b)
-déctg fsina +dnctg feosa +d 3
A’AZ d 7. —d7
dﬁ:fl’gjz (dx, —dx.)+ :)’d (d)-,,-dyc)_rz(dw dzc) (3.6.40)

+d&cosa +dnsina

oraz przyblizone wartosci obserwacji

—Axsinv + Aycosv + 4z(&, sinv — 1, cosv)
Axcosv + Aysiny — Az(&, cosv =1, sinv)
Axé, + Ayn, + Az
$

o

tana(x,) =

cos f(x,) =
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W powyzszych wzorach przyjeto o = ssin Loraz d9 jest statq orientacyjna. Wielko-
Sci dx,dy,dz sa poprawkami przyblizonych wspétrzednych punktéw dy = x — x,,
dy=y-y, di=z-z2

Mozliwe sa trzy interpretacje skfadowych poprawki dx =x — X, :

a) dxy,dy,dz,dé,dn,d9 saelementami dx,

b) wielkoéci dé,dn mozna zgodnie z (3.1.9) zastapi¢ pochodnymi potencjatu 7,
otrzymamy wowcezas jako elementy dx wielkosci dx,dy,dz,d$,a,,a,....

¢) zakladajac d& =0,dn=0 clementami dx beda dx,dy,dz,d 9 .

4. POMIARY SATELITARNE GPS

Zaobserwowane przyrosty wspoltrzednych w ukladzie rownikowym GPS AX ,AY A7 |
powiazane sa z lokalnym ukladem odniesienia (S,x,y,2) zaleznoscia (rys. 2.1):

Ar=R't’
= (4.1)
A| | —cosvgsing cosd —sinv, sindg —Cosvg sing sindg +sinvg cosd;  cosv, co%.]l Y
Ay |=| sinvgsing; cosds —cosv sind, sinvg sing sind; +cosv; cosi, =sinvg cospy | AY
Vi COsp; cosd, cosgy sind; sing; J AZ

gdzie ¢s i As sa katami kierunkowymi pionowej osi z oraz v, jest katem kierunkowym
0si.x w plaszczyznie poziomej x,S,y liczonym od kierunku potnocy.

Macierz obrotu R mozna wyznaczy¢ rozwiazujac uktad réwnan (4.1) zestawionych

dla kilku wektoréw laczacych punkty sieci, o znanych wspolrzednych w ukladzie lokal-
nym (4r) i GPS (t').

Réwnanie (4.1) pozwala na wyznaczenie rozniczek dAX,dAY,dAZ przyrostow
wspélrzednych GPS w postaci:

dAxX dx, —dx, —dZcosidp. — AYdA, +(4Y sing; — AZcosg, sing)dvy)
dAy |=R"|dy, —dyy |+| —AZsinAdg, + AXdAs — (AX sing — AZ coss, cosd)dv, (4.2)
dAz dz —dz, | | (AX cosd; + AV sing ) +cosp(AX sinds — AY cosdy )dv,

oraz ich wartosci przyblizonych:
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aX, X — Xy
4y, | = R’ Yo=Yk (4.3)
4z, 2L~ %

Roéwnania obserwacyjne (3.6.3) dla danych GPS, przy wyzej okreslonych wanoécia.ch
rozniczek dAX,dAY,dAZ i obserwacji przyblizonych AX ,AY,,AZ,, beda zdefinio-

wane nastepujaco:

y+e=y, +dy (4.4)

5. NIWELACJA

5.1. Przyrost potencjalu
Z rozkladu potencjalu W =W, + W, +W, + W, +T wynika, ze potencjal zaklocajq-

cy T wywoluje mierzalng anomalig przyrostu potencjalu na ciagu niwelacyjnym po-
migdzy punktami P i Q:

AW — AW, =T(Q)-T(P) (5.1.1)
gdzie AW jest pomierzong wartoscia przyrostu potencjalu, natomiast
AW, = AW, + AW, + AW, + AW, (5.1.2)
jest wartoscia teoretyczna obliczong przy zalozeniu Ziemi kulistej
AW, =W (Q)-W,(P) (5.1.3)

z poprawkami: rotacyjna Ziemi

AW, =W, (Q)-W,(P) (5.1.4)
oraz topograficzna

AW, =W,(Q) =W, (P) (5.1.5)
1 grawimetryczng

AW, =W, (0) =W, (P) (5.1.6)
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5.2. Model kulisty

Przyrost potencjalu jednorodnej Ziemi kulistej pomigdzy punktami P,Q (5.1.3) dany
jest na podstawie (3.2.1) wzorem:

1 1

AW, = GM (———— S >
.Jxé+)'é+(R+HS+:Q)' \/x,:+y;,+(R+HS+:P)‘

) (5:2.1)

gdzie stala GM moze by¢ obliczona na podstawie zaleznosci GM = g.(R+H) w jed-
nym z punktéw grawimetrycznych: g, =g - &, &— pomierzone, g, — obliczona po-

prawka topograficzna, H — wysokos¢ punktu grawimetrycznego, R — zalozony promien
kuli, zwykle R =637/km .

5.3. Poprawka rotacyjna

Na podstawie (3.3.2) poprawka rotacyjna przyrostu potencjalu pomiedzy punktami
P,0 (5.1.4) dana jest wzorami:

AW, =%[ (Xy —x,singcosd — Yosind +z, cosgcos )’

= (X5 —xpsingcosd - y,sind +z, cosgcos 1)’ (5.3.1)
+(Ys —x,singsind + Yo Cos A+ z;, cosgsin A)?

—(Ys —x,singsin A+ y, cosd + zpcosgsind)?]

5.4. Poprawka topograficzna

Na podstawie (5.1.5) i (3.4.1) poprawka topograficzna przyrostu potencjatu pomigdzy
punktami P,Q dana jest wzorem:

AW, =G jp(l st eody (5.4.1)
o Tp
gdzie 1,1, sa odlegtosciami, odpowiednio od punktéw Q.P do biezacego przestrzen-

nego segmentu mas topograficznych, o gestosci p i objetosci dxdydz .

W obliczeniu poprawki topograficznej (5.4.1) mozna zastosowaé (podobnie jak w
obliczeniach poprawki topograficznej dla odchylen pionu) regularng siatke numerycznego
modelu terenu, ktéra dzieli masy topograficzne na prostopadtoécienne bloki o stalej ge-
stosci p . Wplyw takiego, pojedynczego bloku na potencjat grawitacyjny mozna obliczy¢
rozwiazujac catke réwnania (5.4.1) wzgledem zmiennych x, y, z w granicach catkowania
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okreslonych przez wspélrzedne xy, y|, z, oraz xy, ys, 2>, ktére ograniczajg dany prostopa-
dloscienny blok. Wzor (5.4.1) przyjmie postac (Forsherg 1997):

W, =i[v<15) -V(i,0)] (5.4.2)
i=l

gdzie funkcja V:
v (i,j)=Gp,|]] (= x )0y =y Il =)+ 1+, = )z =2 ) In (g = x ) +rl

(5.4.3)

s =Nz -2
+n —a)z =z pInl(y, - _\',)+rl—%(_\', —.r))'zra'clarr{w:'

(x; —x;)r

i 5 (x,—x )z -2z ] | . - = 1L
== (¥ = yy) arctan)| ———— |- —(z, - 2;) " arctan| —————

2 O = yyr 2 (z; —2,)F .

jest potencjatem prostopadlosciennego bloku masy topograficznej, n oznacza ilos¢ blo-
kow w siatce NMT, j=5,C jest wskaznikiem punktu, w ktorym poprawke topograficzna

wyznaczamy, r = \/(x, —xl)z +(y; —yl)2 +(z —z])2 oraz |f(x) : = f(b)- f(a).

5.5. Poprawka grawimetryczna

Na podstawie (5.1.6) i (3.5.7) poprawka grawimetryczna przyrostu potencjatu pomie-
dzy punktami P,Q dana jest wzorem:

AW, =-2171Ag(l—L)ds (5.5.1)
s

rQ rp

gdzie rp,ry sa odleglosciami, odpowiednio od punktow P,Q do biezacego powierzch-

niowego segmentu anomalii grawimetrycznej o wielkosci Ag i powierzchni dS .

Obliczenie poprawki grawimetrycznej (5.5.1) mozna przeprowadzi¢ korzystajac z
numerycznego modelu anomalii w postaci regularnej siatki kwadratow o stalej wartosci
anomalii 4g wewnatrz kazdego jej oczka. Wplyw pojedynczego oczka siatki na réznice
potencjatéw w punktach P i Q mozna obliczy¢ rozwiazujac calke réwnania (5.5.1)
wzgledem zmiennych x, y w granicach calkowania okreslonych przez wspélrzedne x,, y
oraz x,, y, ograniczajace dany kwadrat oczka siatki.
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Wzor (5.5.1) przyjmie postac:

AV, = i[vJH (i.5) —VJK(I'.C)]

=1

(5.5.2)

gdzie funkeja V,,

Ag,
Vi (i, J) =7—i'|| (x; =x)Inl(y; =y )+ri+(y, =y )Inl(x, —x)+rl
(5.5.3)
(x; =x;)(y; =y,
—(z; —zl-)arcmn|:;—'—’—):|

3 —=2)r

|"u“'=
X
"

jest wartoscia poprawki grawimetrycznej potencjatlu wyznaczong na podstawie jednego
oczka siatki numerycznego modelu anomalii grawimetrycznych, n oznacza ilos¢ oczek
siatki, j=S5,C jest wskaznikiem punktu, w ktorym poprawke topograficzna wyznaczamy,

oraz |f ()| = f(b)~ f(a).

rz,J(xl —xl)l +(y; '.\'1)2 +(z;—z; A
5.6. Rownania obserwacyjne

Liniowe réwnanie obserwacyjne zaobserwowanej wartosci przyrostu potencjalu
AW o 4, na ciagu niwelacyjnym pomiedzy punktami P,Q, otrzymuje si¢ na podstawie
zaleznosci (3.6.3), (3.1.5) i (3.1.6):

AW + &4, = AW, +[F(Q) - F(P)la +dAW, o, (5.6.1)

gdzie wartos¢ przyblizona AW, dana jest wzorem (5.1.2).

Roézniczka dAW wynika ze zmiany, w procesie wyrownania, wspolrzednych punktow
P i Q. Mozemy ja okreslic¢ jako:

dAW = dW,, - dW, (5.6.2)
gdzie:
dw, = OW(Q)de + OW(Q)dyQ + a“i(Q)sz (5.6.3a)
X dy 0z
W
aw, =P 4 WD), WD) (5.6.3b)
Ox ay oz
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Zapisujac  skladowe gradientu potencjalu W w punktach P i Q jako
8.08,0'8:0'8p 8pr 8p OTAZ przyjmujac ogolnie g_ =g, réwnanie obserwacyjne

(5.6.1) przyjmie posta¢:

AW+, =AW, + g odx, — g pdx, + 8.0y — 8 .Yy +8odzg —8pdip +
(5.6.4)
+[F(Q)-F(P)la, o4

Zakladajac, ze plaszczyzna xy jest styczna do powierzchni ekwipotencjalnej w punk-
cie S, skladniki g ,dx,. g 0dVo, € pddXp, 8 pdy, MoOZNA UZNAC 72 nieistotne (dla matego
obszaru). W innym wypadku sktadowe g ,.8,.8.»:8,, mMo0Zna przyjac jako skfadowe
przyspieszenia Ziemi kulistej z ewentualna poprawka rotacyjna lub majac pomierzone

wartosci przyspieszenia, obliczy¢ korzystajac z wyznaczonych skladowych odchylen
pionu.

6. POMIARY GRAWIMETRY CZNE

6.1. Przyspieszenie sily ciezkosci

i 5 . w
Z definicji przyspieszenia g = ‘i
oH

kiadu potencjatu (3.1.5), wynika, ze potencjal zaktécajacy Ziemi T wywoluje mierzalng
anomalie grawimetryczng

— diugoéci wektora przyspieszenia (3.1.2) i roz-

ar
-8, == 6.1.1
8§-8, H ( )

gdzie g jest pomierzona warto$cig przyspieszenia, natomiast
8,=8 T8,18 +84 (6.1.2)

jest wartoscia teoretyczna obliczona przy zatozeniu przyspieszenia g, — Ziemi kuliste]
(3.5.4) z poprawkami: rotacyjna Ziemi g, (3.5.5), topograficzna g, (3.5.6)

i grawimetryczna g,

oW, AW,

6.1.3)
cH 0z (

Ba =

skad, w wyniku rézniczkowania potencjatu (3.5.7):
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_H o de
8 4y —Esr—]ds (6.1.4)

-Popra‘wki: rotach:nq, topograficzna i grawimetryczng mozna obliczyé w sposob ana-
logiczny jak dla pomiaréw tachymetrycznych i niwelacyjnych.

6.2. Réwnania obserwacyjne

Liniowe rownanie obserwacyj 3.6.3 ;

yjne typu (3.6.3) dla przyspieszenia sily ciezkoéci moz
isa¢ : ! zkosc
zapisa¢ w postaci: y cig i mozna

&
g+e, =g“+;a+dg (6.2.1)

<

gdzie g, okreslone jest wzorem (6.1.2) oraz dg = ﬁa’x + El([y + @dz
ox & '

Zakladajae Boaw, B ow & - . .

v - W & ~W,, e ~W_, mozemy obliczy¢ przyblizone wartosci
tych sktadowych gradientu przyspieszenia sily ciezkosci. R6 . . .
R —— p ty ciezkosci. Réwnanie obserwacyjne przyj-

F
e, =g, +—at W de+W, dy+W, dz (6.2.2)

7. POMIARY GRADIOMETRYCZNE
7.1. Gradient przyspieszenia sily ciezkosci

Rézniczkujac wektor przyspieszenia sily ciezkosci i
' ezkosci (3.1.2) wzgledem zmien ),
otrzymamy macierz gradientu przyspieszenia: n kR b2

og, O, 08,

Ox oy oz
o - N w
grad g %, ag“ g . s W W, .
o oy o || W We @i
o%. g, o, | Wx Wy W,

ox o9y ot

Z rozkfadu potencjalu (3.1.5) W =W, +W, +W, + W, +T wynika, ze potencjal

zakidcajacy Ziemi T wywoluje mierzalng anomalig gradientu przyspieszenia
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aT
gradg — gradg, = grad Pl (7.1.2)

gdzie gradg jest pomierzona wartoscia gradientu przyspieszenia, natomiast

Woee Woo Wi -
gradg, =|\W, W, W, |=gradg, +gradg, + gradg, +gradg, ~(1.1.3)
Woe Woy W

jest wartoécia teoretyczna obliczong przy zalozeniu Ziemi kulistej z poprawkami:
—  rotacyjna Ziemi,

— topograficzna,

—  grawimetryczna,

Poprawki te mozna wyznaczy¢ analogicznie jak dla pozostatych typow obserwacji.

7.2. Réwnania obserwacyjne

Liniowe réwnanie obserwacyjne skladowych gradientu przyspieszenia sity cigzkosci
typu (3.6.3), mozna zapisa¢ og6lnie w postaci:

5

W_ + =W,_+ il +dW 7.2.1a)
= T Ewe oxz xz a = (
W +e_ =W +_c?' a+dW, . (7.2.1b)
\t4 A4 oz d‘z
+ = + —2 + 7.2.1¢c)
W +ey, =W, -a dw (
+ + : + (7.2.1d)
W, +&4, =W a+dW, 2.
o x oxx .
W, +ey, =W, +6?- a+dW (7.2.1e)
AR} AL @Y ,
A°F
+Ey,. = +——a+dW (7.2.11)
Wz: “'w;; Wu:.‘ 12 a d" 2

gdzie gradg, okreslony jest wzorem (7.1.3).
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Rozniczkowe zmiany skladowych gradientu przy zmianie wspélrzednych punktu o 1 m.,
nie powinny przekracza¢ 10" 1/ (wartosé obliczona dla kuli o promieniu R = 6371 km),
co przy dokladnosci pomiaru rzedu 10 1/s? pozwala na ich pominigcie w réwnaniach
obserwacyjnych. Ostatecznie wigc réwnania (7.2. 1) zapiszemy w postaci:

J°F
W_+e, =W + a 7.2.2
-3 Wiz oxz &Z ( a)
W, +e, =W, +2F, (7.2.2b)
. W
W, 4, =W, +2F, (7.2.2¢)
’F
W tey, =W, + °F, (7.2.2d)
hx
Wi +ey, =W, + 2x, (7.2.2¢)
- Ay
(92
W, +&,, =W, + L (7.2.26)
=+ Ey -t

Do réwnan tych nalezy dodaé rownanie warunkowe Lapalace'a:
W, +W,_ +W, =20’ (7.2.3)

ktore dla réwnan (7.2.2) zapiszemy w postaci:

+ +
a&x &y oz

(7.2.4)

ayy

2 71 2
W, +W +wn:+[’qF 2 F ‘?F},:ng

Dla uzyskania zerowej wartosci poprawki, réwnanie to nalezy wprowadzi¢ do ukladu
obserwacyjnego nadajac mu duza wage.

8. WYROWNANIE SIECI

Opisane w poprzednim rozdziale liniowe réwnania obserwacyjne, o postaci (3.6.3),
zestawiane sg w uklad:

e=A(X-x,)=(y-y,) , £~(0,C) (8.1)

gdzie: £ — poprawka wyniku pomiaru y ze wzgledu na jego blad C,, (y-y,)-rozica

obserwacji i jej wartosci przyblizonej; (x-x,)~ réznica wektora wyznaczanych
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parametroéw i jego wartosci przyblizonej; A — macierz planu obserwacji. Wektor wyzna-
czanych parametréw x zawiera: wspolrzedne x,y,z wszystkich punktéw, azymuty zera

podziatu limbusa d&, poprawki do katéw orientacji sieci dp,dA,dv oraz elementy

wektora parametrow potencjatu a. o )
Rozwiazaniem ukladu obserwacyjnego (8.1) metodq najmniejszych kwadratow (patrz

np. Baran (1983)) £TPe =min, gdzie P=Cy_‘ — macierz wagowa & ~(0,Cy ), jest
5 o [
wektor parametrow X =X, +CXATP(y—yU ), gdzie C, =(ATPA) jest bledem x.
) T .
Wektor wyréwnanych obserwacji y +¢ posiada blad C,,, =AC,A", natomiast po-
prawka & blad C, =C, -C, ..

Ocena jakosci sieci oparta jest na analizie wielkosci poprawek obssrwacji. Wym}k{
wyréwnania mozna uzna¢ za dobre, jezeli wektor poprawek obserwacji & o wartoscT
oczekiwanej Ee =0 imacierzy kowariancji C, zawiera si¢ wewnatrz elipsoidy ufnosci
£"C'e = k?n — bedacej k-krotnoécia (zwykle k =1,2,3) elipsoidy oczekiwanego wy-
stapienia wektora dopasowania £”C;'e = n. Skladowa & ~ (0,0;) wektora ¢ ~ (0,C,),
gdzie o jest odpowiadajacym elementem glownej przekatnej macierzy C,, nie powin-
na przekraczaé k-krotnej wartosci odchylenia standardowego |e| < ko, . Przy zalozeniu

rozkladu normalnego & ~ N(0,C,) zachodzi e"C;'e= y}, &~ N(0,5;) oraz zmien-

na losowa u = £= N(O,1), wiec e"C 'e= y} _, jest elipsoida ufnosci wektora &
c

oraz |e1 <u,,,,0, jest przedzialem ufnosci skladowej & na zadanym poziomie ufnosci
| -a,przy czym u,_,,, jestkwantylem rozktadu normalnego.

Negatywny wynik oceny sieci moze wynikac ze zbyt odleglego przyblizenia X, od x,
niepoprawnie oszacowanej macierzy bledu obserwacji C, lub biedow grubych obserwa-
cji, lub niepoprawnie przyjetego modelu funkcjonalnego sieci (np. niepop.r'aw~ny n.wdel
parametryczny refrakcji). W pierwszym przypadku wystarczy przep&owadznc kilka nera.—.
cji, przyjmujac x za x,. W przypadku bledéw grubych obserwacji wplyw obserwacji
odstajacej na wyniki obliczen mozna zmniejszy¢ poprzez przyjecie poprgwionej qb'serwaCJn
odstajacej y —& za obserwacje, lub poprzez wprowadzenie poprawki € w miejsce od-
chylenia standardowego obserwacji odstajacej w macierzy C,, i powtérzenie obliczen.

Jest to najprostsze z podej$¢ wyréwnania odpornego. o o .
Wzory dla wprowadzenia dodatkowych obserwacji i wyréwnania sieci w czasie rze-
czywistym wyprowadzone sa w pracy Osady i Trojanowicza (1999).
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A METHOD OF INTEGRATION OF THE CLASSICAL
GEODETIC AND GPS DATA

Summary

In the dissertation a method of classical geodetic and GPS data adjustment is proposed. Let's
note that the results of classical geodetic observations like horizontal directions, vertical angels,
levelling data, gravity and gravity gradient depends on gravity potential. According to this, spatial
accuracy of the joined classical geodetic and GPS positioning depends on gravity potential model
which is used to adjustment process. In the dissertation a synthetic gravity potential model is pro-
posed. The spherical model is corrected including influences of earth rotation, topographical
masses above geoid and irregular distribution of density within the Earth. Last two extended com-
ponents can be computed from digital terrain model and gravity data. The residual field of the
gravity potential, based on spherical polynomials expansion, is determined in the adjustment proc-

ess. There are given observational equations, which are based on this extended gravity potential
model, for all geodetic data.

KEY WORDS: spatial geodetic networks, local gravity field, control measurements



