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Zur optimalen Approximation von
Hoéhenprofilen

Andrzej Borkowski, Wroclaw, Dirk Burghardt und
Siegfried Meier, Dresden

Zusammenfassung

Gemessene Hohenwerte mit unterschiedlichen Fehlercharakteristiken kdnnen mittels linearer Pradiktion, opti-
maler Splines und aktiver Splines (Snakes) approximiert werden. Die genannten Methoden haben eine gemein-
same Grundlage, die Tichonov-Regularisierung. Obwohl sie Variationsprobleme unterschiedlicher Art I16sen, fiihren
die entsprechenden Verfahren auf dquivalente Ergebnisse. Als Ergdnzung zu einem robusten Pradiktionsverfahren
von Kraus [4] wurden Héhenprofile sowohl mit optimalen als auch mit aktiven Splines approximiert, wobei die be-
rechneten Profile etwa gleichwertig sind.

Abstract

Sampled terrain data with different error characteristics can be approximated by linear prediction, optimal and
active splines (snakes) respectively. The mentioned methods are established on the same base, the Tichonov re-
gularization. Although they solve variational problems of different kind the appropriate procedures lead to equiva-
lent results. In addition to a robust procedure of linear predicition by Kraus [4] elevation profiles was approximated

by optimal as well as by active splines, whereby the adjusted profiles was found to be nearly the same one.

1. Vorbemerkungen zum Approximationspro-
blem

Im Fehlerhaushalt moderner, registrierender
geodatischer MeBverfahren sind die zufélligen
Fehler in der Regel klein, die sog. systemati-
schen mindestens von gleicher GréBenordnung,
wenn nicht sogar dominierend, grobe Fehler
ggf. aufgesetzt. Ein Beispiel sind Laserscanner-
daten Uber baumbestandenem Geldnde. Um
den EinfluB der Reflexionswerte im Vegetations-
bereich auf das approximierende Gelandeprofil
zu eliminieren (und fir verwandte Aufgaben),
hat Prof. Kraus in dieser Zeitschrift ein robustes
Verfahren der Pradiktionsfilterung vorgeschla-
gen [4].

Eine Alternative dazu ist die Spline-Approxi-
mation. Beide Verfahren sind nach der Regulari-
sierungstheorie von Tichonov [5], vgl. auch [1],
[6], Sonderfélle einer globalen Kollokationsauf-
gabe bzw. Lésungen von Variationsproblemen.
Die lineare Pradiktion ergibt sich, wenn im Varia-
tionsproblem 1. Ableitungen des Signals auftre-
ten und als sog. Kernfunktion die Autokova-
rianzfunktion (AKF) benutzt wird. Approximie-
rende Spline-Funktionen erhélt man, wenn im
Variationsproblem 2. Ableitungen des Signals
einbezogen werden.

Ein drittes Verfahren, welches ebenfalls ein
Variationsproblem mit 1. und 2. Ableitungen des
Signals (energieminimierend) I6st und mit der Ti-
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chonov-Regularisierung  begriindet  werden
kann, ist die Approximation mit energiegelade-
nen Splines, den sog. Snakes [3]. Vorrangig in
der Bildverarbeitung zur Kantendetektion be-
nutzt, neuerdings auch zur formerhaltenden Li-
nienverdrangung vorgeschlagen [2], kdnnte es
ebenfalls zur Approximation von Hohendaten
dienen.

Alle genannten Verfahren I6sen Variationspro-
bleme auf der Grundlage von einander gleich-
wertigen Optimalitatskriterien bzw. Extremal-
prinzipien. Man wird daher erwarten durfen, daB
sie (wenigstens gendhert) gleichwertige Ergeb-
nisse liefern. Nachfolgend werden die Spline-
Approximation (Abschnitt 2) und die Snakes-Ap-
proximation (Abschnitt 3) als Ergdnzung zur Ar-
beit von Prof. Kraus [4] behandelt: zuerst jeweils
der 2D-Ansatz (Relief), dann spezifiziert die 1D-
Approximation (Profile) mit Beschreibung und
Test der iterativen Verfahren. Als Testbeispiel be-
nutzen wir das gleiche wie in [4], reduziert um ei-
nen linearen Trend.

2. Spline — Approximation

2.1 Zweidimensionale Approximation

Auf dem ebenen Bereich B seien n fehlerbe-
haftete Hohenwerte h=h(x,y); i=1,2,...,n gege-
ben. Die Aufgabe ist nun, eine ausgleichende
Funktion z=z(x,y) zu finden, welche die h; appro-
ximiert, d.h. das Funktional

281



n
=0 ,(2) + ) o [z(P)
=1

P, - h(P)

mit &, ,(2) = H Zix + 225 + 2) dxdy (2.1)
und den frelen Parameter o mit =0 minimiert
[1], [5]. Tiefgestellte x,y bedeuten wie tblich par-

tielle Differentiation nach x,y.

Die analytische Losung des Variationspro-
blems @,(z) = Min. erfolgt mittels einer ,geeigne-
ten* Regularisierung nach Tichonov [5] und er-
gibt

n
z(x,y) = %Z 2 Inr? + do + dix + doy
I

n

=1
n
Z 0, 4yi=0

i= 1

mit Z Ji=
=1

2.2)

und r? = (x=x)° + (y=v))°,

in der englischsprachigen Literatur auch thin
plate spline genannt. Der (kritische) Parameter o
bewichtet die beiden Terme des Funktionals
(2.1) gegenseitig. Ist o klein, speziell —0, ver-
schwindet der zweite Term in (2.1) und der Ap-
proximationsspline (2.2) geht in einen reinen In-
terpolationsspline (ber. Ist dagegen o groB ge-
nug, speziell a— oo, tendiert der Approxima-
tionsspline gegen eine ausgleichende Ebene.
Somit steuert der Parameter « die Glattungsei-
genschaften des Approximationssplines. Er
hangt nicht nur von der Genauigkeit der Input-
daten, sondern auch von den Daten selbst und
ihrer Verteilung in B ab, und muB daher fiir jeden

Z

gegebenen Datensatz (etwas aufwendig) indivi-
duell gewahlt werden (vgl. Abschnitt 2.2).

2.2 Eindimensionale Approximation
Die analytische Losung des eindimensionalen
Variationsproblems ist [1]
n
z(x) = Y bx=x1® + do + dyx

i=1

n
mit > 4;=0, V AiXi=

1_

2.3)

Die n+2 Parameter dy, d4, /; (i=1,2, ...,n) erhalt
man als Losung eines Gleichungssystems vom
Typ

% @z @iy 1 Xy || 44 hy
ax o o Ay 1 Xa|| 42 ho
anr aps - o 1 X |l 4n |~ | hn (2.4)
1 1 - 1 0 0]||dy 0
X1 Xo X, 0 0 ]|d 0

Sollen nun die Héhenwerte h; mit Grobfehlern
bzw. asymmetrischer Fehlerverteilung wie im
Testbeispiel des Laserscannings Uber baumbe-
standenem Relief approximiert werden, braucht
man als weiteren Parameter einen Schwellwert ¢,
proportional zur Standardabweichung cy_a-priori
des Abtastfehlers im baumlosen Gelande, etwa
€. =YOh-a-priorix Y = 2 bis 3. Wenn Vi = [h(P,)—Z(P,)] >E,
ist die Hohe h; am Punkt P; als (wahrscheinlicher)
Reflexionswert im Vegetationsbereich zu elimi-
nieren. Im Gegensatz zum Glattungsparameter o

Abb. 1: Spline-Approximation (dicke Linie) einer MeBwertreihe (Punkte) mit asymmetrischer Fehlerverteilung. Erste
Annaherung (dinne Linie) nach dem 2. Schritt des Verfahrens (vgl. Abschnitt 2.2)
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ist der Auswahlparameter ¢ rein in der Fehlercha-
rakteristik des MeBverfahrens begrtindet.

Die 1D-Spline-Approximation mit Elimination
der Reflexionswerte im Vegetationsbereich wird
nun iterativ in drei Schritten realisiert.

1. Schritt. Aus (2.4) berechnet man mit dem
Standardwert =0 zundchst den Parametervek-
tor des Interpolationssplines 2=A"'h, wobei A
die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
bedeutet. Nun kann man («/+A)A=h+dh mit [ als
Einheitsmatrix schreiben, woraus «/A=dh folgt.
Die Parameter o=Idh;/Al; i=1,2, ... ,n kbnnen an
jedem Punkt P, bestimmt werden, indem man
Anderungen dh; annimmt. Als Startwert diene
etwa dh;~e. Zur weiteren Rechnung benutzen
wir das Mittel der «;. Diese Vorgehensweise er-
laubt es sofort, zumindest ein annahernd
yrichtiges” o zu finden und stellt eine Abhilfe im
kritischen Punkt des Verfahrens dar.

2. Schritt. Erneute Losung des Systems mit
a>0. Man erhélt die neuen Parameter %, dg, d4
des Approximationssplines. Damit haben wir ei-
nen ersten Verlauf des Splines (2.3) mit den spe-
ziellen Hohenwerten z; in den Stiitzpunkten P; er-
halten (Beispiel in Abb. 1).

3. Schritt. Aus den Approximationswerten z;
des 2. Schrittes und den MeBwerten h; werden
Residuen v; gebildet. Ist v;>¢, so wird die zuge-
hérige Hohe h; eliminiert.

Nach Elimination von k Werten (1=k<n) ge-
hen wir zum 2. Schritt zurlick und Lésen das
Gleichungssystem (2.4) fir n—-k Stltzpunkte. Mit
den neuen Approximationswerten z; wiederholt
sich die Auswahl im 3. Schritt. Es wird solange
iteriert, bis — entsprechend dem o.a. Kriterium —
keine Werte mehr eliminiert werden kénnen.

2.3 Ergebnisse numerischer Tests

Die Experimente mit dem Datensatz Abb. 1
haben gezeigt, daBB das Verfahren relativ schnell,
nach etwa drei bis vier Schritten konvergiert,
und es laBt eine groBe Variationsbreite des Glat-
tungsparameters a zu. Um einen gewtinschten
Glattungsgrad zu erzielen muB man ggf. die Ite-
ration fur verschiedene o wiederholen. Ein sinn-
volles Kriterium dafltir scheint %Z:a,,,a,p,,-o,,- zZu
sein, wobei die Standardabweichung aus Resi-
duen v;, ohne die Ausrei3er zu berticksichtigen,
berechnet wird.

Ein gewisser Nachteil des Verfahrens liegt
darin, daB man die Matrix in (2.4) mehrmals in-
vertieren muB. Dartiber hinaus kann das Verfah-
ren numerisch instabil sein, wenn die Daten
sehr irregular verteilt sind. In diesem Fall emp-
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fiehlt es sich, die Daten gemaB X; = X;/ (X max—Xmin)
zu skalieren.

Abb. 1 zeigt einen, die systematischen Feh-
ler eliminierenden Approximationsspline mit
&= 30h-a—pn’orh dh = 20(7h~a-pn’orh &z = 0.8

3. Snakes - Approximation

3.1 Zweidimensionale Approximation

Das zweidimensionale Pendant zu hinreichend
glatten Kurvenstiicken, denen Energien zuge-
ordnet werden (Snakes), sind hinreichend glatte,
energiegeladene Flachenstlcke. Solche Gebilde
nennen wir Flakes. Um Punkthéhen h;=h(x,y;) auf
dem ebenen Bereich B durch Flakes zu approxi-
mieren, hat man — analog zum Snakes-Konzept
— das Funktional

12): = || Eges(ZizisZypiZionsZuyiZyy) ARGy (3.1
B

zu minimieren. Die Gesamtenergie Eg.s setzt
sich aus auBerer Energie E.,; und innerer Ener-
gie E;,; zusammen. E,,; allein wiirde die approxi-
mierende Flache in die Stitzpunkte zwingen.
Um fehlerausgleichend zu approximieren, be-
nutzt man zuséatzlich den Term E;,;: die bereits
in den MeBwerten bzw. in einer geglatteten Ver-
sion davon enthaltene Vorinformation tiber Nei-
gung und Krimmung sorgt flr einen ausglei-
chenden, hinreichend glatten Flachenverlauf.

Die zum 2D-Variationsproblem /(z) =M geho-
rende 2D-Eulergleichung lautet
d 0 o? o ?
E,-—E,-—E, +~=E, +——F, +~5F, =0, (3.2
Toax oy o T Z"Jrﬂxﬂy Z"'+0y2 2=0.8.2)
wobei tiefgestellte Symbole wieder partielle Dif-
ferentiation bedeuten, z.B. E, =0E/0z,. Um (3.2)
weiter zu spezifizieren, missen die Energieterme
zweckdienlich definiert werden (s. unten).

Als Alternative zu Flakes bietet sich ein die
Oberflache approximierendes Netz verknoteter,
regular oder irregular verlaufender Snakes mit
Knoten in den Stitzpunkten an. Diese Linienap-
proximation fuhrt auf ein (ggf. sehr groBes) Sy-
stem von Eulergleichungen mit erheblichen Kon-
sequenzen flur die numerischen Losungsverfah-
ren. Beide 2D-Konzepte sind noch nicht gete-
stet worden.

3.2 Eindimensionale Approximation

Flr ein Hohenprofil z(x) erhdlt man die 1D-
Eulergleichung
~2
(0]

E.-—E, +~—E, =0. (3.3)
oX [6).¢
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Die Energieterme werden wie folgt angesetzt.
Eey sei proportional zu den Residuen vi=(x)-z(x;)
zwischen gemessenen Hohen h(x) und jenen
des aktuellen Profilverlaufs z(x;):

JVF fur v,=e¢

Eexl(zf) - 10 sonst

(3.4)

wachst (quadratisch) mit der Entfernung zwi-
schen h(x) und z(x). Es besteht keine Anzie-
hungs- bzw. Verschiebungskraft mehr, wenn
z(x)=h(x) oder wenn h(x) ein Reflexionswert
aus dem Vegetationsbereich ist: der Schwell-
wert ¢ hat die gleiche Bedeutung und wird
ebenso bestimmt wie im Abschnitt 2.2. Bei posi-
tiven und negativen Grobfehlern sind die v; in (3.4)
durch Ivil zu ersetzen, und im Sonderfall gleich-
gewichtiger h(x) gilt E.,, ~ v fir alle i=1,2, ... n.

Ejn: soll die (vorgezeichnete) Profilform mog-
lichst gut erhalten bzw. Anderungen in den (ge-
genseitig bewichteten) 1. und 2. Ableitungen z,,
Z moglichst minimieren:

Eint = (adwyl? + Blw,ul?)/2

mit Wi=z-z', Wy:=Z,~Z}, Wiy '=Zy—ZLs, (3.5)

wobei sich die Differenzen immer auf den letzten
lterationsschritt t beziehen.

Nach Einsetzen von Eges = Eoxt + Eint in (3.3)
ergibt sich die Eulergleichung 4.0rdnung

A

O gxt
0z

(3.6)

- "l(zxx_zxtx) # B(zxxxx_zxxtxx) =0.

Z

Ihre Diskretisierung und iterative Losung ist in
[2], [3] ausfihrlich beschrieben. Die lterations-
vorschrift lautet

Zi=Zi1—A+Y)E, (3.7)
mit

a b ¢ 0 0 O

b a b ¢ 0 0
A:=lc b a b ¢ 0

0 ¢c b a b c

a: =20+ 6p, b: = -0 -4, c: = B,
E,: = 0Eex/0z|; = =2[h(x) - z(x)).

Der Parameter v (in der Regel y=l) bestimmt
die ,Auflésung” und damit die Konvergenzge-
schwindigkeit des Verfahrens. Es wird in drei
Schritten realisiert.

1. Schritt. Die Inputdaten werden mit einem
TiefpalBfilter (mehr oder weniger stark) gegléttet.
Man erhalt einen ersten, groben Verlauf von
z(x); vgl. Abb. 2. Da zur Lésung des Variations-
problems gewisse Randwerte benutzt werden,
ist es sinnvoll, den Datensatz um mindestens
zwei Punkte am Anfang und Ende des Profils
z.B. periodisch zu erweitern, damit der Iterati-
onsprozeB schneller konvergiert.

2. Schritt. Wahl der Parameter o, 3, v, . Be-
rechnung und Inversion der Matrix A + y/.

3. Schritt. Berechnung des Vektors E und eines
neuen Verlaufs von z(x) nach (3.7). Dieser Schritt

Abb. 2: Snakes-Approximation (dicke Linie) einer MeBwertreihe (Punkte) mit asymmetrischer Fehlerverteilung. Este
Anndaherung (dinne Linie) nach dem 1. Schritt des Verfahrens (vgl. Abschnitt 3.2)
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wird solange wiederholt, bis eine gewihlite
Genauigkeitsanpassung, z.B. 6,x Oh-a-prioriy €I~
reicht ist. Konvergiert der IterationspozeB nicht,
so ist zum 2. Schritt zurlickzukehren; » und
sind neu zu bestimmen.

3.3 Ergebnisse numerischer Tests

Die Snakes-Approximation erfordert mehr Ite-
rationsschritte als die Spline-Approximation 2.2.
Trotzdem ist sie relativ schnell, denn man
braucht die Koeffizientenmatrix in (3.7) nur ein-
mal zu invertieren, sofern die Steuerparameter
o und  schon a-priori die ,richtige” GréBenord-
nung haben. Dem kommt entgegen, daB - wie
Experimente mit dem Datensatz Abb. 2 gezeigt
haben - das Verfahren eine hohe Stabilitat be-
zuglich Variation von =, f§ aufweist. In Abb. 2 ist
das Ergebnis der Snakes-Approximation mit
den Parametern o=2, B=20, v=1, £=304-a-priori
5,=0,7 dargestellt.

4. Vergleich der Approximationsverfahren

Als Alternativen zu der von Prof. Kraus [4] vor-
gestellten robusten linearen Pradiktion wurden
im 2. Abschnitt eine Spline-Funktion und im
3. Abschnitt eine Losung mittels Snakes zur Ap-
proximation von Hohenwerten mit groben Feh-
lern angegeben. Ausgehend vom 2D-Ansatz
wurden die analytischen 1D-Lésungen samt nu-
merischer Umsetzung diskutiert und an einem
typischen Beispiel getestet. AbschlieBend ver-
gleichen wir die Verfahren nach ihren wichtig-
sten Merkmalen.

(1) Alle drei Verfahren werden iterativ realisiert,
wobei die Snakes-Approximation am schnell-
sten zu sein scheint, denn man hat dabei eine
Bandmatrix nur einmal zu invertieren.

(2) Zur robusten Pradiktion wird eine Schétz-
ung der AKF und zusatzlich ein Histogramm der
Residuen bendtigt. Spline- und Snakes-Approxi-
mation brauchen dagegen kaum Vor- und Zuar-
beiten. Daflr sind hier Steuerparameter o bzw.
o und B zu wahlen, zweifellos der kritische Punkt
dieser Verfahren. Allerdings werden fir die ,ro-

VGl 4/97

buste Wichtung” in der Pradiktion auch zwei
ziemlich  willklrlich wahlbare Parameter ge-
braucht.

(3) Die lineare Pradiktion ist in der Geodasie
seit langem bekannt. Infolge der fehlertheoreti-
schen Begrundung paBt sie gut in das klassi-
sche geodatische Denken. Dies scheint z.B. auf
die Snakes-Approximation vordergriindig nicht
zuzutreffen, jedoch gewinnt man, namentlich in
der Bildverarbeitung, zunehmend an Erfahrung
und Sicherheit mit dieser durchaus neuartigen
Approximationsmethode.

Unsere Untersuchungen haben ein weiteres
Mal die Flexibilitdit des Snakes-Konzeptes be-
statigt; mit ortsabhéngigen Parametern a=u(x),
P=P(x) kann die Approximation auch lokal ge-
steuert werden, z.B. in der Umgebung von Ge-
landekanten und -knicken. Es erscheint daher
sinnvoll, den 2D-Ansatz, speziell seine numeri-
sche Realisierung weiter zu verfolgen.
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